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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ІНДИВІДУАЛЬНОЇ  
ОСВІТНЬОЇ ТРАЄКТОРІЇ ЯК ЗАДАЧА ОПТИМІЗАЦІЇ

В умовах цифровізації освіти та розвитку інтелектуальних освітніх систем актуальною відається 
задача формування для кожного здобувача освіти індивідуальної освітньої траєкторії. Традиційні 
освітні програми в загальному випадку відсутні механізми врахування індивідуальних особливостей 
кожного здобувача освіти, а також немає механізмів адаптації освітньої програми в разі відмінних 
показників здобувача освіти у вивченні окремих освітніх компонентів. Усі ці причини ведуть до необхід-
ності використання методів, що відносяться до інформаційних систем, математичного моделювання 
та оптимізації для формування індивідуальної освітньої траєкторії. Мета дослідження – розроблення 
математичної моделі формування індивідуальної освітньої траєкторії, що є випадком задачі оптимі-
зації, що відображає процес управління навчальним процесом у вузці або закладі освіти. Індивідуальна 
освітня траєкторія у випадку такого моделювання вважається послідовністю освітніх компонентів 
(навчальних модулів), що мають передусім сприяти досягненню відомих освітніх компетентностей з 
мінімізацією витрат часу чи максимізацією ефективності навчання. В дослідження викладено спосіб 
формування індивідуальної освітньої траєкторії на основі математичної моделі. У моделі вивчається 
орієнтований граф освітніх компонентів. Вершинами графа є освітні компоненти (навчальні дисци-
пліни), а ребрами визначаються логічні залежності між даними компонентами. Задача формування 
індивідуальної освітньої траєкторії викликає задачу оптимізації з метою визначення оптимальної 
послідовності вивчення освітніх компонентів із врахуванням обмежень, що відносяться до переду-
мов вивчення окремих освітніх дисциплін. Розроблено математичну модель формування індивідуаль-
ної освітньої траєкторії. В моделі використовуються математичні змінні, визначена функція цілі 
та встановлені обмеження відносно можливих витрат часу, ефективності навчання, рівня сформо-
ваності освітніх компетентностей та інших вимог до відомого досвідку вивчення окремих освітніх 
компонентів. Математична модель дозволяє визначати оптимальний маршрут вивчення освітніх 
компонентів, враховуючи індивідуальні характеристики кожного здобувача освіти. Результати дослі-
дження можуть бути використані в інформаційних системах підтримки прийняття рішень у сфері 
освіти, електронному навчанні або у платформах адаптивного навчання для автоматизованого фор-
мування індивідуальних освітніх траєкторій кожного здобувача освіти.

Ключові слова: індивідуальна освітня траєкторія, математична модель, оптимізація, освітні 
інформаційні системи, адаптивне навчання, персоналізація навчання.

Постановка проблеми. Наявність сучасних 
цифрових платформ, адаптивних систем навчання 
та інтелектуальних рекомендаційних сервісів 
дозволяє досить високий рівень персоналізації 
освітнього процесу. Проте, до сьогодення відсут-
ній універсальний формалізований підхід до вирі-
шення задачі індивідуальної освітньої траєкторії. 
Системи і платформи, які існують на сьогодні, 
забезпечують персоналізацію окремими дисци-
плінами чи рекомендують навчальні матеріали 

для здобувачів освіти. А також здійснюють аналіз 
успішності кожного окремого здобувача освіти. 
Проблема в тому, що вони не вирішують задачу 
одночасного вирішення багатьох параметрів, які 
можуть бути визначені для кожного окремого здо-
бувача освіти: цілі, властивості, взаємозв’язок 
між компонентами освітнього процесу, обсяг 
навчання, часові обмеження та темп здобувача 
освіти. Індивідуальна освітня траєкторія має від-
повідати певним освітнім цілям, що встановлено 
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для здобувача освіти, вимогам до його освітніх 
компетентностей, обмеженням часу, відокрем-
леності вивчення окремих дисциплін. Щоб вирі-
шити таку задачу, можна побудувати математичну 
модель для відображення вказаної задачі і вста-
новлення критерії оптимізації. Тільки така модель 
дозволяє перейти від ідеї персоналізації освіти 
до побудови алгоритму формування для кожного 
окремого здобувача освіти оптимального марш-
руту навчання. 

Створення математичної моделі індивідуаль-
ної освітньої траєкторії є актуальною науковою 
задачею, оскільки дозволяє встановити аналі-
тичні залежності між окремими параметрами 
траєкторії: самими навчальними компонентами, 
їх ваговими коефіцієнтами, часом вивчення та 
досягненням результатів навчання. Розв’язання 
поставленної задачі дозволить виробити інфор-
маційні системи підтримки прийняття рішень 
у сфері освіти та автоматизації формування інди-
відуальних освітніх траєкторій.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Проблема індивідуальної освітньої траєкто-
рії в дослідженні Федонюка А. та ін. [1, с. 135] 
вивчалась в контексті створення адаптивної сис-
теми рекомендацій вибіркових освітніх компонен-
тів для студентів. Встановлено можливість ство-
рення індивідуального освітнього плану на основі 
визначення освітніх інтересів студентів. Полто-
рацький М. розглядає можливість створення пер-
соналізованої освітньої системи, яка будується на 
технологіях Semantic Web [2, с. 255]. Meng L. та 
ін. досліджують можливість створення персона-
лізованого навчального маршруту на основі діа-
гностики здобувача освіти [3, с. 123]. Ma Y. та ін. 
[4, с. 6] вивчають можливість створення методу 
рекомендації навчального маршруту, який вико-
ристовував багатоалгоритмічний підхід. У праці 
Li S. та ін. [5, с. 7] використовується алгоритм 
мурашиної оптимізації для створення персона-
лізованого навчального маршруту для вивчення 
освітніх компонентів у режимі онлайн. У вка-
заних наукових роботах розглядається головне 
завдання для рекомендації освітніх компонентів, 
а формулювання задачі математичної оптимізації 
освітньої траєкторії вони не розглядали. 

Важливий напрям досліджень пов’язаний із 
використанням графових моделей подання освіт-
ніх знань. Так, запропоновано рекомендаційну 
систему на основі графа знань, що дозволяє ана-
лізувати взаємозв’язки між освітніми об’єктами 
та навчальними активностями [6, с. 2]. В інших 
джерелах [7, с. 110; 8, с. 3] також застосовується 

графове подання структури навчального контенту, 
яке забезпечує можливість врахування переду-
мов вивчення дисциплін та логічних залежнос-
тей між навчальними модулями. Проте зазначені 
моделі здебільшого орієнтовані на рекомендацію 
навчальних матеріалів, а не на формалізоване 
визначення оптимальної освітньої траєкторії 
в межах освітньої програми.

Подальший розвиток досліджень у цьому 
напрямі пов’язаний із використанням методів 
машинного навчання та нейромережевих моде-
лей. У подальшому передбачається їх активне 
застосування для розв’язання відповідних задач. 
У роботі Chen Y.-H. та ін. представлені рекомен-
дації визначення навчального маршруту для плат-
форм MOOCs на основі LSTM-мережі [9, с. 41]. 
Інші наукові результати відокремили спеціальну 
динамічну рекомендаційну систему навчання 
на базі модифікованої LSTM-моделі [10, с. 3]. 
У дослідженні Ma D. та ін. [11, с. 5] представ-
лено визначення освітнього маршруту на основі 
deep Q-networks. Індивідуальна освітня траєкто-
рія визначається науковцями Haldar S., Zhou L.-Y. 
та ін. шляхом використання методів підкріплю-
вального навчання та графових моделей на основі 
поєднання knowledge graph і reinforcement learning 
[12, с. 3481; 13, с. 2]. Sun Y. та ін. дослідили вико-
ристання комбінованих алгоритмів оптимізації та 
нейромережевих моделей у встановленні ефек-
тивного маршруту вивчення дисциплін [14, с. 6; 
15, с. 4].

Таким чином, аналіз наведених досліджень 
свідчить про значний розвиток рекомендацій-
них систем і алгоритмів персоналізації навчання 
в інформаційних системах освіти. Водночас біль-
шість існуючих підходів орієнтована на побудову 
рекомендаційних алгоритмів або використання 
методів машинного навчання для вибору освітніх 
ресурсів. При цьому питання формалізації інди-
відуальної освітньої траєкторії у вигляді мате-
матичної моделі оптимізації, яка б одночасно 
враховувала структуру освітньої програми, пере-
думови вивчення дисциплін, часові обмеження та 
індивідуальні характеристики здобувача освіти, 
залишається недостатньо дослідженим. Саме 
ця обставина зумовлює необхідність подальших 
досліджень у напрямі розроблення математич-
ної моделі індивідуальної освітньої траєкторії 
як задачі оптимізації в інформаційних системах 
управління навчальним процесом.

Постановка завдання. Метою дослідження 
є розроблення математичної моделі індивідуаль-
ної освітньої траєкторії здобувача освіти як задачі 
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оптимізації в інформаційних системах управління 
навчальним процесом. Дослідження відобража-
ють можливості створення алгоритмів вибору 
послідовності вивчення освітніх компонентів 
з урахуванням індивідуальних параметрів здобу-
вача освіти.

Для досягнення мети статті передбачено 
розв’язання таких завдань: формалізувати струк-
туру освітньої програми; визначити параметри 
визначення індивідуальної освітньої траєкторії 
(послідовність вивчення дисциплін, витрати часу 
на вивчення дисциплін, рівень сформованості 
освітніх компетентностей, визначення освітніх 
потреб здобувача освіти); сформувати матема-
тичну модель визначення індивідуальної освіт-
ньої траєкторії; зазначити можливості визначення 
оптимальної індивідуальної освітньої траєкто-
рії як результату розв’язання задачі оптимізації; 
дослідити можливості використання математич-
ної моделі індивідуальної освітньої траєкторії 
в інформаційних системах. 

Реалізація зазначених завдань дозволяє сфор-
мувати математичну модель для виведення алго-
ритму побудови індивідуальної освітньої тра-
єкторії, що забезпечує вибір оптимального для 
здобувача освіти маршруту вивчення освітніх 
компонентів у відповідності до його індивіду-
альних параметрів, освітньої програми та вимог 
до ефективності навчання. Математична модель, 
запропонована в статті, може бути використана 
для створення інтелектуальних освітніх сис-
тем, що забезпечують персоналізоване навчання 
з автоматичним встановленням індивідуальних 
освітніх маршрутів для кожного здобувача освіти.

Виклад основного матеріалу. Формалізація 
структури індивідуальної освітньої траєкторії. 
Для побудови математичної моделі індивідуаль-
ної освітньої траєкторії розглянемо структуру 
освітньої програми як множину взаємопов’язаних 
освітніх компонентів. Кожен освітній компонент 
відповідає певній дисципліні або навчальному 
модулю та характеризується набором параметрів, 
що визначають його роль у формуванні компе-
тентностей здобувача освіти.

Нехай освітня програма містить множину дис-
циплін (1):

D d d dn� � �1 2, ,..., ,                           (1)

де di  – i-та навчальна дисципліна або модуль 
освітньої програми.

Зв’язки між дисциплінами, що визнача-
ють передумови їх вивчення, доцільно подати 
у вигляді орієнтованого графа (2):

G D E� � �, ,                              (2)

де E  – множина ребер графа, що відображає 
залежності між дисциплінами. Якщо дисципліна 
di  є передумовою для дисципліни d j , то між ними 
існує ребро (3):

d d Ei j, .� ��                              (3)
Таким чином, освітня програма формалізу-

ється як орієнтований ациклічний граф навчаль-
них компонентів, що визначає допустимі послі-
довності їх вивчення.

Математична модель індивідуальної освіт-
ньої траєкторії. Індивідуальну освітню траєк-
торію будемо розглядати як послідовність дисци-
плін (4):

T d d di i ik
� � �

1 2
, ,..., ,                           (4)

яка задовольняє структурним обмеженням освіт-
ньої програми та забезпечує досягнення заданих 
результатів навчання.

Кожній дисципліні di  поставимо у відповід-
ність такі параметри:

•	 ti  – час або навчальне навантаження на опа-
нування дисципліни;

•	 wi  – ваговий коефіцієнт внеску дисципліни 
у формування компетентностей;

•	 ci  – рівень складності або індивідуальна 
вартість навчання.

Тоді інтегральна ефективність освітньої траєк-
торії може бути представлена функцією (5):

F T w x
i

n

i i� � �
�
�

1

,                          (5)

де
x

d
i

i= {
, ,

, .

1

0

якщо дисципліна входитьдо траєкторії

інакше

� � � � �

Таким чином, задача формування індивідуаль-
ної освітньої траєкторії може бути сформульована 
як задача оптимізації (6):

maxF T w x
i

n

i i� � �
�
�

1

.                          (6)

Система обмежень моделі. Формування освіт-
ньої траєкторії повинно враховувати ряд обме-
жень.

1. Обмеження на передумови вивчення дисци-
плін.

Якщо дисципліна d j  може вивчатися лише 
після дисципліни di , то виконується умова (7):

x xj i≤ .                           (7)

2. Обмеження на загальний навчальний час (8):

i

n

i i maxt x T
�
� �

1

,                          (8)

де Tmax  – максимально допустимий обсяг навчаль-
ного навантаження.
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3. Обмеження на досягнення компетентностей.
Нехай kij  – внесок дисципліни di у формування 

j-тої компетентності. Тоді (9):

i

n

ij i jk x K
�
� �

1

,                        (9)

де K j  – мінімально необхідний рівень сформова-
ності компетентності.

Оптимізація освітньої траєкторії. Таким 
чином, задача побудови індивідуальної освіт-
ньої траєкторії зводиться до комбінаторної задачі 
оптимізації (10):

max
i

n

i iw x
�
�

1

                            (10)

за умов (11):

i

n

i i maxt x T
�
� �

1

,                           (11)

x x d d Ej i i j� �� ��, ,         
i

n

ij i jk x K
�
� �

1

.

Розв’язання цієї задачі дозволяє визначити 
оптимальну послідовність освітніх компонен-
тів, яка забезпечує максимальну ефективність 
навчання при заданих ресурсних обмеженнях.

Аналіз результатів моделювання. На основі 
запропонованої моделі можуть бути побудовані 

залежності, що відображають вплив різних пара-
метрів освітнього процесу на структуру опти-
мальної траєкторії. Зокрема, аналіз функції цілі 
дозволяє оцінити вплив вагових коефіцієнтів дис-
циплін на формування навчального маршруту, 
а варіювання параметра Tmax  дає можливість дослі-
дити залежність між обсягом навчального часу 
та кількістю дисциплін у траєкторії. Для пере-
вірки запропонованої математичної моделі було 
проведено моделювання процесу формування 
індивідуальної освітньої траєкторії для умовної 
освітньої програми, що містить набір навчальних 
дисциплін. Кожна дисципліна характеризується 
навчальним навантаженням, ваговим коефіці-
єнтом внеску у формування компетентностей та 
рівнем складності. У таблиці 1 наведено приклад 
параметрів освітніх компонентів, що використо-
вуються для формування індивідуальної освітньої 
траєкторії.

Використовуючи математичну модель (1–4), 
було визначено оптимальну послідовність 
вивчення дисциплін, яка забезпечує максимальне 
значення функції ефективності навчання при 
обмеженні на загальний навчальний час. На рис. 1  
показано графік залежності ефективності освіт-

Таблиця 1
Параметри освітніх компонентів для формування індивідуальної освітньої траєкторії

№ Дисципліна Навчальне 
навантаження (ti), год

Ваговий коефіцієнт 
компетентності (wi) Рівень складності (ci)

1 Математичне моделювання 120 0.90 0.8
2 Алгоритми та структури даних 150 0.85 0.9
3 Бази даних 120 0.75 0.7
4 Інтелектуальні системи 90 0.80 0.6
5 Машинне навчання 120 0.95 0.9

Джерело: створено авторами.
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Рис. 1. Залежність ефективності освітньої траєкторії від кількості освітніх компонентів
Джерело: створено авторами.
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ньої траєкторії від кількості обраних освітніх ком-
понентів.

Аналіз отриманих результатів показує, що зі 
збільшенням кількості дисциплін ефективність 
освітньої траєкторії зростає до певного оптималь-
ного значення. Після досягнення оптимальної 
точки подальше збільшення кількості дисциплін 
не приводить до суттєвого підвищення ефектив-
ності через обмеження навчального часу та зрос-
тання складності навчального навантаження. 
Отримані результати свідчать, що запропонована 
математична модель дозволяє визначати опти-
мальну структуру індивідуальної освітньої тра-
єкторії з урахуванням параметрів освітньої про-
грами та індивідуальних характеристик здобувача 
освіти. Використання цієї моделі в інформаційних 
системах управління навчальним процесом забез-
печує можливість автоматизованого формування 
персоналізованих навчальних маршрутів. Запро-
понована математична модель дозволяє фор-
малізувати процес формування індивідуальної 
освітньої траєкторії та може бути використана 
в інформаційних системах підтримки прийняття 
рішень, адаптивних системах електронного 
навчання та інтелектуальних освітніх платфор-
мах для автоматизованого планування освітнього 
маршруту здобувача освіти.

Висновки. У статті розглянута проблема фор-
мування індивідуальної освітньої траєкторії сту-
дента в контексті розвитку інформаційних систем 
управління освітніми процесами. Аналіз існую-
чих досліджень показує, що більшість підходів 
до індивідуалізації освітніх процесів ґрунтується 
на системах рекомендацій, методах машинного 
навчання та графах знань, однак у більшості 
випадків питання індивідуальної освітньої траєк-
торії не розглядається як проблема оптимізації. 

У результаті дослідження запропоновано мате-
матичну модель формування освітньої траєкто-

рії особистості. Освітня програма представлена ​​
у вигляді орієнтованого графа освітніх компонен-
тів. Визначено основні параметри моделі, що вклю-
чають набір навчальних дисциплін, вагові коефіці-
єнти навчальних дисциплін, часові характеристики 
навчальних дисциплін та внесок навчальних дис-
циплін у формування компетентностей студента. 
На основі цих параметрів формуються цільова 
функція та обмеження моделі, що дозволяють роз-
глядати формування освітньої траєкторії як задачу 
оптимізації. Запропонована модель дає змогу 
визначити оптимальну послідовність вивчення 
навчальних дисциплін з урахуванням логічних 
залежностей між навчальними компонентами, 
навчальним навантаженням та особливостями 
студента. У результаті модельного моделювання 
можна визначити, що використання такої матема-
тичної моделі дозволить підвищити ефективність 
планування освітніх траєкторій студентів та дає 
підстави для автоматизації індивідуальних освітніх 
траєкторій в системах електронного навчання. 

Практична цінність результатів дослідження 
полягає у можливості використання розробленої 
моделі в інформаційних системах підтримки при-
йняття освітніх рішень, в адаптивних освітніх 
платформах і системах управління навчальними 
процесами. Наступними кроками досліджень 
у цьому напрямі буде подальший розвиток матема-
тичної моделі формування індивідуальних освіт-
ніх траєкторій з урахуванням поведінки студен-
тів, використання методів машинного навчання 
для визначення результатів навчання студентів, 
а також інтеграція запропонованої моделі з сис-
темами рекомендацій та моделями графів знань. 
Іншим можливим кроком дослідження буде роз-
робка прототипу інформаційної системи, яка б 
реалізувала запропоновану модель оптимізації 
індивідуальних освітніх траєкторій в освітніх 
процесах.
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Luferenko S.L., Shcherbyna I.S. MATHEMATICAL MODEL OF INDIVIDUAL EDUCATIONAL 
TRAJECTOR AS AN OPTIMIZATION PROBLEM

In the conditions of digitization of education and the development of intellectual educational systems, 
the task of forming an individual educational trajectory for each student is considered urgent. Traditional 
educational programs generally do not have mechanisms for taking into account the individual characteristics 
of each student, and there are also no mechanisms for adapting the educational program in case of excellent 
indicators of the student in the study of individual educational components. All these reasons lead to the need to 
use methods related to information systems, mathematical modelling and optimization for the formation of an 
individual educational trajectory. The purpose of the study is to develop a mathematical model of the formation 
of an individual educational trajectory, which is a case of an optimization problem that reflects the process 
of managing the educational process in a school or an educational institution. An individual educational 
trajectory in the case of such modelling is considered a sequence of educational components (educational 
modules), which should primarily contribute to the achievement of known educational competencies with the 
minimization of time spent or the maximization of learning efficiency. The method of forming an individual 
educational trajectory based on a mathematical model is described in the study. The model studies an oriented 
graph of educational components. The vertices of the graph are the educational components (educational 
disciplines), and the edges define the logical dependencies between these components. The task of forming an 
individual educational trajectory involves the task of optimization in order to determine the optimal sequence 
of studying educational components, taking into account the limitations related to the prerequisites of studying 
individual educational disciplines. A mathematical model of the formation of an individual educational 
trajectory has been developed. Mathematical variables are used in the model, the goal function is defined, 
and limitations are set regarding possible time costs, learning efficiency, the level of formation of educational 
competencies, and other requirements for the known experience of studying individual educational components. 
The mathematical model allows you to determine the optimal route of studying educational components, taking 
into account the individual characteristics of each student of education. The results of the research can be used 
in decision support information systems in the field of education, e-learning or in adaptive learning platforms 
for the automated formation of individual educational trajectories of each student.

Keywords: individual educational trajectory, mathematical model, optimization, educational information 
systems, adaptive learning, personalization of learning.
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